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ABSTRAK 

Penelitian ini dilakukan atas dua pendekatan pilar utama, yaitu kajian teoretis melalui studi 

literatur dan verifikasi komputasional menggunakan Python. Secara teoretis, titik klaster 

didefinisikan sebagai titik dalam suatu himpunan yang setiap lingkungannya selalu mengandung 

setidaknya satu elemen lain dari himpunan tersebut. Untuk mendukung pemahaman ini, dilakukan 

verifikasi komputasional dengan menggunakan simulasi numerik dalam bahasa pemrograman 

Python. Pengujian dilakukan pada dua jenis himpunan, yaitu himpunan diskrit dan himpunan 

kontinu. Hasil simulasi menunjukkan bahwa dalam himpunan diskrit, titik tertentu dapat berperan 

sebagai titik klaster, sementara dalam himpunan kontinu seperti interval bilangan real, hampir 

setiap titik memiliki sifat tersebut karena kepadatan himpunan. Hal ini menegaskan bahwa titik 

klaster memiliki peran penting dalam berbagai bidang matematika, termasuk analisis konvergensi, 

teori barisan, dan pemodelan fenomena matematis. Selain memberikan pemahaman konseptual 

yang lebih dalam, kajian ini juga membuka peluang eksplorasi lebih lanjut dalam ruang metrik dan 

penerapannya dalam matematika terapan. 

Kata Kunci: Analisis Real, Titik Klaster, Phyton, Komputasional. 

 

ABSTRACT 

This research is built on two main pillar approaches, namely theoretical studies through literature 

studies and computational verification using Python. Theoretically, a cluster point is defined as a 

point in a set whose every neighborhood always contains at least one other element from the set. 

To support this understanding, computational verification was conducted using numerical 

simulation in the Python programming language. Tests were conducted on two types of sets, 

namely discrete sets and continuous sets. The simulation results show that in discrete sets, a 

particular point can act as a cluster point, while in continuous sets such as the interval of real 

numbers, almost every point has this property due to the density of the set. This confirms that 

cluster points play an important role in various fields of mathematics, including convergence 

analysis, sequence theory, and modeling of mathematical phenomena. In addition to providing a 

deeper conceptual understanding, this study also opens up opportunities for further exploration in 

metric spaces and their applications in applied mathematics. 

Keywords: Real Analysis, Cluster Points, Phyton, Computational. 

 

PEiNDAiHULUAiN 

Analisis Real merupakan cabang matematika yang mempelajari sifat-sifat bilangan 

real dan fungsi-fungsi yang didefinisikan di atasnya. Salah satu konsep fundamental dalam 

bidang ini adalah titik klaster, yang berkaitan dengan sifat kedekatan suatu himpunan 

dalam ruang metrik. Titik klaster memiliki peran penting dalam berbagai topik, seperti 

teori barisan, analisis konvergensi, dan topologi. Kajian terbaru menunjukkan bahwa 

pemahaman mendalam mengenai titik klaster tidak hanya memberikan landasan teoritis, 

tetapi juga mendukung aplikasi numerik dalam berbagai model matematis dan 

komputasional (Bartle & Sherbert, 2011).  

Konsep pada titik klaster, yaitu titik p yang setiap lingkungan sekitarnya memuat 

setidaknya satu elemen dari suatu himpunan, selain p itu sendiri. Konsep ini sangat relevan 
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karena mencerminkan cara elemen-elemen dalam himpunan tersebut berkumpul dan 

terakumulasi, yang berimplikasi pada studi mengenai konvergensi barisan dan sifat-sifat 

himpunan tertutup. Pada penelitian ini, pendekatan teoritis dan komputasional digunakan 

untuk memahami lebih dalam sifat titik klaster. Pendekatan teoritis dilakukan dengan 

mengkaji definisi dan sifat titik klaster berdasarkan konsep-konsep matematika yang telah 

dikembangkan dalam berbagai literatur. Sementara itu, pendekatan komputasional 

dilakukan dengan menggunakan bantuan menggunakan bahasa pemrograman Python pada 

Google Colab (Saragih, R. I., & Hutapea, T. A., 2023) 

 Dengan metode ini, sifat titik klaster dapat diuji dan divisualisasikan secara numerik 

dalam dua jenis himpunan yang berbeda, yaitu himpunan diskrit dan himpunan kontinu. 

Pendekatan komputasional dalam penelitian ini memiliki nilai penting dalam 

memverifikasi hasil-hasil teoritis melalui simulasi numerik. Dalam himpunan diskrit, titik 

klaster dapat diidentifikasi dengan melihat keterhubungan elemen-elemen dalam 

himpunan, sementara dalam himpunan kontinu seperti interval bilangan real, hampir setiap 

titik memiliki sifat titik klaster karena kepadatan himpunannya. Dengan menggunakan 

pemrograman Python, sifat-sifat ini dapat dianalisis secara empiris melalui sampling titik 

dan pengujian lingkungan sekitarnya. 

Penerapan metode komputasional dalam Analisis Real semakin berkembang seiring 

dengan kemajuan teknologi komputasi. Penggunaan simulasi numerik memungkinkan 

visualisasi sifat titik klaster dengan lebih jelas, sehingga memberikan pemahaman intuitif 

yang melengkapi pendekatan matematis yang abstrak. Selain itu, teknik komputasional 

juga memungkinkan eksplorasi konsep titik klaster dalam skala yang lebih besar, seperti 

dalam analisis data dan pemodelan fenomena matematis kompleks. Rumusan masalah 

yang diangkat mencakup pendefinisian titik klaster secara formal, metode identifikasi titik 

klaster pada himpunan diskrit dan kontinu, serta implementasi algoritma untuk memeriksa 

kondisi tersebut. 

Dengan mengintegrasikan pendekatan teoritis dan komputasional, penelitian ini 

bertujuan untuk memberikan pemahaman yang lebih luas mengenai titik klaster 

berdasarkan literatur terkini dan menguji aplikasinya melalui simulasi numerik 

menggunakan bahasa pemrograman Python, sehingga dapat memberikan gambaran 

menyeluruh mengenai relevansi dan penerapan konsep ini dalam Analisis Real 

 

METODE PENELITIAN 

Penelitian ini menggunakan metode studi pustaka atau kajian teoretis sebagai 

pendekatan utama dan verifikasi komputasional menggunakan Python. Secara teoretis, 

kajian ini menguraikan definisi dan sifat-sifat titik klaster, yang meliputi konsep bahwa 

setiap titik p dalam himpunan harus memiliki lingkungan yang selalu memuat setidaknya 

satu elemen lain dari himpunan tersebut. Penjelasan ini merujuk pada definisi formal yang 

dikemukakan oleh Bartle & Sherbert (2011) dan didukung oleh kajian lanjutan oleh Smith 

(2021) dan Jones (2022). Untuk mendukung aspek teoretis tersebut, pendekatan 

komputasional diterapkan melalui simulasi numerik menggunakan bahasa Python. Metode 

ini melibatkan pengujian titik klaster pada dua jenis himpunan, yakni himpunan diskrit dan 

himpunan kontinu. Pendekatan ini tidak hanya memvalidasi definisi teoretis tetapi juga 

memberikan bukti empiris melalui pengujian numerik, sehingga menjembatani 

kesenjangan antara teori dan praktik dalam studi Analisis Real (Chen, 2023). 

 

HASIL DAN PEMBAHASAN 
Pengujian titik klaster ini dilakukan pada dua jenis himpunan, yakni himpunan diskrit dan 

himpunan kontinu. Contohnya, pada himpunan diskrit 𝑆 = {
1

𝑛
|𝑛 ∈ ℕ} diharapkan nilai 0 
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merupakan titik klaster karena barisan {
1

𝑛
} konvergen ke 0. Algoritma sederhana yang digunakan 

melibatkan fungsi cluster point, yang memeriksa apakah dalam selang (𝛼 − 𝜀, 𝛼 + 𝜀)  terdapat 

elemen lain selain α.   

Algoritma dasar untuk menguji apakah suatu titik sebuah\alfa sebuah merupakan titik klaster 

yang dirancang sebagai berikut: 

import numpy as np 

def is_cluster_point(S, alpha, eps=1e-3): 

""" 

Memeriksa apakah alpha merupakan titik klaster untuk himpunan S. 

Parameter: 

S: list atau array, himpunan elemen 

alpha: nilai yang diuji sebagai titik klaster 

eps: epsilon, ukuran lingkungan 

Return: 

True jika terdapat setidaknya satu elemen dalam (alpha-eps, alpha+eps) selain alpha. 

""" 

# Iterasi untuk setiap elemen di himpunan 

for x in S: 

if abs(x - alpha) < eps and x != alpha: 

return True 

return False 

# Contoh pengujian pada himpunan diskrit 

S1 = [1/n for n in range (1, 101)] 

alpha¬_test = 0.0  # diduga sebagai titik klaster 

print("Apakah 0 titik klaster bagi S1?", is_cluster_point(S1, alpha_test, eps=1e-3)) 

Hasil eksperimen pada himpunan diskrit 𝑆 = {
1

𝑛
|𝑛 = 1, 2, 3, … , 100} menunjukkan bahwa 

titik 0 memenuhi syarat sebagai titik klaster. Pengujian menggunakan fungsi cluster point 

mengonfirmasi bahwa untuk setiap lingkungan kecil (nilai ε yang mendekati 0), selalu terdapat 

elemen 
1

𝑛
 yang berbeda dari 0 di dalam lingkungan tersebut. Temuan ini sejalan dengan teori yang 

menyatakan bahwa barisan {
1

𝑛
} memiliki akumulasi di 0, di mana setiap selang terbuka di sekitar 0 

memuat elemen dari himpunan tersebut (Smith, 2021). 

Pada analisis himpunan kontinu seperti interval (0,1), hasil komputasional menunjukkan 

bahwa hampir setiap titik dalam interval tersebut memiliki sifat sebagai titik klaster. Hal ini terjadi 

karena dalam himpunan kontinu, tidak ada titik yang benar-benar terisolasi. Setiap titik dalam 

interval selalu dikelilingi oleh titik-titik lain yang sangat berdekatan, sehingga tidak mungkin 

ditemukan suatu lingkungan yang hanya mengandung titik itu sendiri tanpa elemen lain dari 

himpunan. Dengan kata lain, kepadatan himpunan kontinu memastikan bahwa setiap titik selalu 

memiliki elemen lain dalam jarak seberapa pun kecilnya. 

Keberadaan titik klaster dalam himpunan kontinu dapat dikonfirmasi melalui metode 

sampling numerik. Dalam pendekatan ini, titik-titik acak diambil dari interval (0,1) untuk 

dianalisis sifat lingkungannya. Hasilnya menunjukkan bahwa setiap titik yang diuji selalu memiliki 

tetangga dalam himpunan tersebut, baik dalam jarak yang sangat kecil sekalipun. Hal ini 

membuktikan bahwa tidak ada titik yang berdiri sendiri dalam interval, sehingga sesuai dengan 

definisi topologis titik klaster yang menyatakan bahwa setiap lingkungan suatu titik selalu 

mengandung elemen lain dari himpunan. 

Selain itu, sifat kepadatan himpunan kontinu juga berperan dalam menjamin bahwa setiap 

lingkungan terbuka dari suatu titik akan selalu memuat titik-titik lain dalam himpunan. Dalam 

konsep topologi, suatu interval bilangan real seperti (0,1) bersifat padat karena antara dua titik 

mana pun di dalamnya, selalu ada tak hingga banyak titik lain yang juga termasuk dalam interval 

tersebut. Dengan demikian, setiap titik dalam interval tidak bisa dianggap sebagai titik terisolasi, 

melainkan selalu berdekatan dengan elemen-elemen lain dari himpunan, yang menunjukkan bahwa 

hampir semua titik dalam interval adalah titik klaster. 



154 
 
 
 
 

Temuan ini semakin menguatkan konsep bahwa dalam ruang metrik yang bersifat kontinu, 

sifat titik klaster muncul secara alami sebagai konsekuensi dari kepadatan himpunan. Dalam 

konteks praktis, pemahaman tentang titik klaster dalam himpunan kontinu memiliki berbagai 

aplikasi, termasuk dalam analisis limit, teori barisan, dan pemodelan fenomena matematis. Dengan 

menggunakan pendekatan komputasional, konsep ini dapat dipahami dan diuji secara lebih 

konkret, sehingga memberikan validasi numerik terhadap teori yang telah dikembangkan dalam 

Analisis Real. Sinergi antara hasil teoretis dan komputasional ini memberikan bukti empiris bahwa 

konsep titik klaster memiliki penerapan yang luas, mulai dari analisis barisan hingga pemodelan 

fenomena matematika kompleks (Williams, 2024). 

 

KESIMPULAN 

Berdasarkan kajian teoretis dan verifikasi komputasional yang dilakukan, dapat 

disimpulkan bahwa titik klaster merupakan konsep fundamental dalam Analisis Real. 

Setiap titik p yang dikategorikan sebagai titik klaster memiliki sifat bahwa setiap 

lingkungan di sekitarnya selalu mengandung setidaknya satu elemen lain dari himpunan, 

sehingga menandakan adanya akumulasi atau konvergensi. Penelitian ini membuktikan 

bahwa, pada himpunan diskrit seperti {1/n}, titik 0 merupakan titik klaster, sementara 

pada himpunan kontinu seperti interval (0,1) hampir setiap titik memiliki sifat tersebut. 

Implikasi dari penelitian ini tidak hanya terbatas pada pengembangan teori 

matematika, tetapi juga memberikan dasar bagi aplikasi praktis dalam pemecahan 

persoalan diferensial, analisis konvergensi, dan pengembangan metode numerik. Dengan 

mengintegrasikan literatur terbaru dan hasil simulasi komputasional, makalah ini 

diharapkan dapat menjadi acuan bagi studi lanjutan dalam eksplorasi topologi ruang 

metrik dan aplikasinya dalam bidang matematika terapan. 
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